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Zadaci za vjezbu

DuZina luka krive®.
’ ‘ a (X _X v
2519, Izradunati duZinu luka landanice y= Y (e" +e ') (od x,=0 do
= b). ’
. 2520. Izraéunau duZinu luka parabole 2 =2 px od temena do tatke M(x,y).
(Za nezavisno promenljivu uzeti y.)

2521, Nati duZinu luka krive y=Inx (od x,=}3 do x,=V8).
2522. Naéi dufinu luka krive y=In(1—) (od x,=0 do x,=-;—).

2523. Naéi duZinu luka krive y=lnz:+ i (od x,=a do x,=0b).

2524. Izra¥unati duZinu onog dela semikubne parabole y’=—23-—' (x—1)3,

koji leZi unutar parabole y2=-—:-.

: ‘ \"4 [ ]
2528, Izratunati dufinu onog dela semikubne parabole 5)*=x%, koji R M
leZi unutar kruga x2+)2=6, jesenja

2526. Izradunati duZinu petlje krive 9 ay?=x(x—3a)>.

2527. Nadi obim jednog od krivolinijskih trouglova koji obrazuju apscisna a % -

osa i krive y=Incosx i y=Insinx. ‘ 1. ‘z"(‘ - )
x* Inx
o T o S s nlk ) L ‘

' 2528. Nadéi duZinu luka krive y " 5 izmedu njene naj tatke st 2 i +£..,’+W
i temena (teme je tatka na krivoj u kojoj krivina krive dostiZe ekstremnu 2p ’ 2
vrednost). ' h

- 2529. Naéi dufinu krive y=}x—x2+arcsin}/x. 2621 1+Lm>.

2530. Na¢i duZinu krive (y—arcsin x)2=1—2x2, 2 2

2531. Na cikloidi x=a@(t—sinf® ~ -“* - - v vom 1 eb—e—b
duZinu prvog svoda cikloide u odnosi 2s33¢. 4 %ﬁ Stayiti x=a cos® f, y=b sin* r. 2522 In3——-. 2523. In ——— ,._:_.

2532. Tatke A(R,0) i B(0, R) ctzc na asuoidl X=IXCOS I, Ya-aom s . o
. Py
odrediti na njoj tatku M koja deli duZinu luka 4B u odnosu 1:3, ' 2524, f_(i i-l).

- 2533*, Naéi dufinu luka krive P\2 N2
32 2 26 -
(_’i)’+(l)’=1, 2525. 2 . 2526. 4a V3.
a ; 3
2534, Naéi dufinu luka krive x=acoss, y=asin’t. 2527. Zi2lneg =T 2 (VZ+).
y 2 8. 2

2835, Naéi dufinu luka traktrise x=a(cost+ln tg—;—), y=asint od nje-

11
ne tatke (0, @) do njene ta¥ke (x, y). 2928, o+gln3. 2529.2. 2530. 8.

2536. Naéi du¥inu luka evolvente kruga . 2931, = =27, [x_a ( 25__@) o 3_«:].
x=R(cost+tsint), y=R(sint—tcost). | 3 2 2
(od ‘1 0 do 7,=m). , _ 2532. za t-l, (x-i—y_ik, y--i).
2537. Izradunati duZinu luka krive ¢ 8 8/
x=(r?—2)sint+2tcost, y=(2—t))cost+2tsint. a*+ab+ b B ‘
(od t,=0 do t,=m). 2533, 4 ~ib " Staviti x=a cos® ¢, y=b sin’ ¢.

3
2538. Naéi duZinu petlje krive x=12, y=t———‘§-.

2539. Po krugu polupreénika a, spolja i iznutra, kotrljaju se (bez kliza-
nja) istim ugaonim brzinama dva kruga jednakih polupretnika b. U tre-
nutku /=0 oni svojim tatkama M, i M, dodiruju nepomiéni krug u tacki M.

1
2534. Sajl+——In(2 3) .
"[ Y ”/—)]

Pokazati da duZina puteva koje predu taékc M, i M za proizvoljni interval 2535. aln 2. 2s36. 1—;~2R.
y
vremena ¢, stoje u stalnom odnosu éua je vrednost 2 (vndn zadatak 2493).
a—b n’
- 2538413

2540. Dokazati da duZina onog dela krive x=f" (z) cost+f'(f) sint, 2537.
y=—f"(@)sint+f’(r)cost, koji odgovara intervalu (¢, ¢,), iznosi ,

SO+ O.



Zadaci za vjezbu

2541. Primeniti rezultat prethodnog zadatka na izralunavanje duZine
luka krive x=e(cost—sint, y=e’(cost—sint) od t,=0 do #,=1).

2542. Dokazati da luci krivih,
Cx=fO-¢ O y=eO+f O |
x=f'(t)sint—¢' (t)cost, y=f'(t)cost+¢ (f)sint
koji odgovaraju jednom istom intervalu parametra ¢, imaju jednake duZine.

2543. Nati duinu luka Arhimedove spirale p=ag od po¥etne do zavine

tatke prvog zavoja.
2544. Dokazati da luk parabole y = —zl—xz koji odgovara-intervalu 0<<x<a,
p N

f -

ima istu duZinu kao i luk spirale p=pg koji odgovara intervalu 0<p<a.

2545, Izrafunati duZinu luka hiperboli¥ne spirale pp=1 (Od P =% do

-i)
P2 3/

2546. Na¢i duZinu kardioide p=a (1 +cosg)..
2547. Naéi dufinu krive p=a sinh‘;l (vidi zad. 2505)."

2548. Dokazati da je du%ina krive p=asin™¥ (m je ceo broj) samer-
. m
ljiva sa a ako je m paran broj, a samerljiva sa duZinom kruga polupretnika a
ako je m neparan broj. '

2549. Za koje se vrednosti izloZitelja k (k#0) duZina luka krive y=ax*
moZe izraziti pomocu elementarnih funkcija? (Pozvati se na Cebisevljevu teo-
remu o integrabilnosti (u kona¢nom vidu) diferencijalnog binoma).

X .

2559. Nadi duZinu krive zadate jednadinom y= f Vcos x dx.
T

" Rjesenja

2541. 2 (et—1).

2543, na Vl'—+41c’+-:— In@x + VI F4m).

3 s
2545.1n — + .
"2 12

3
2546. 8a. 2547. 71&'0.

®
. £l ] ;
2551. Izratunati duZinu luka krive L“f (Va*cos® t+5* sin’ ¢+ Y a* sin’ 1 + & cos® 1) d, 2N+1
0

* 1 1 .
ordinatnog poletka do najbliZe tatke u kojoj je tangenta krive paralelna ordi-
natnoj. esi.

2552, Uveriti se da je duZina luka sinusoide y=sinx koji odgovara jed-

nom njenom periodu, jednaka dufini elipse &ije su poluose J/2 i 1.

2553. Pokazati da je duZina luka ,,prikraene‘ ili ,,izduZene* cikloide
X=mt—nsint, y=m—ncost (m i n su pozitivni brojevi) u intervalu od ¢, =0
do t,=2m, jednaka duZini elipse sa poluosama a=m+n i b=|m—n|.

2554*. Dokazati da duZina elipse sa poluosama a i b zadovoljava nejed-
nakosti 7 (a+b)<L<n)2-Ya2+b* (zadatak Johana Bernulija).

549. k mora imati oblik

ili
2N

2N . .
N1’ pri éemuijceo broj.

2550, 4.  2551. l“";i

2554*. Dokazati da se duZina elipse
moZe predstaviti u oblika

primeniti teoremu o-proceni integrala.



Zadaci za vjezbu

Zapremina tela

2555. Izradunati zapreminu tela ogranienog povr§inom koja nastaje obr-
tanjem parabole }2=4x oko njene ose (obrtni paraboloid), i ravni normalnom
na tu osu, postavljenom na odstojanju 1 od temena parabole.

2556. Elipsa &ija je velika osa 24, a mala 2b obrée se: a) oko velike
ose, b) oko male ose; naci zapremine dobijenih obrtnih elipsoida. Kao speci-
jalan sludaj izvesti otuda obrazac za zapreminu lopte.

2557. Simetri¥an paraboli®ni segment &ija je osnovica a i visina A, obrée
se oko osnovice; izratunati zapreminu tako nastalog obrtnog tela (Kavaljeri-
jev ,limun*).

2558. Figura koju obrazuju hiperbola x*—)?=q? i prava x=a+h (h>0)
obrée se oko apscisne ose; na¢i zapreminu obrtnog tela.

2559. Figura koju obrazuju kriva y=xe*, prava x=1 i x-osa obrée se
oko x-ose; naéi zapreminu tako nastalog obrtnog tela.

& +e*

2560. Lan&anica y= se obrée oko apscisne ose i obrazuje po-

vr§inu koja se naziva katenoid; naéi zapreminu tela ogranienog kateno-
idom i dvema ravnima normalnim na apscisnu osu i udaljenim od koordinat-
nog poletka za a i b jedinica.

2561. Figura koju obrazuju luci parabola y=x? i y2=x obrée se oko
apscisne ose; izralunati zapreminu tako nastalog obrtnog tela.

2562. Naéi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem petlie krive (x —4) 2=
=x(x—3) oko apscisne ose.

2563. ,,Krivolinijski trapez*; sa osnovicom [0, 1], ograniden lukom krive
y=arcsin x, obrée se oko x-ose; naéi zapreminu tako nastalog tela.

2564. Segment parabole y=2x—x?, éija je osnovica [0, 2], obrée se oko

ordinatne ose; izrafunati zapreminu tako nastalog tela.

2565. Figura koju obrazuju luk krive y=sinx i odsetak [0, =] apscisne
ose, obrée se oko ordinatne ose; naéi zapreminu tako nastalog tela.

2566. Na¢éi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem leminskate (x2+ )?)? =
=a?(x2—)”) oko apscisne ose.

2567. Izradunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem krive:
1) *+y4=a2x?; 2) x*+y*=x

2568. Jedan svod cikloide x=a(t—sin¢), y=a(l—oost) obrée se oko
svoje tetive; izraunati zapreminu tako nastalog tela.

2569. Svod cikloide (vidi prethodni zadatak) zajedno sa svojom tetivom
obrée se oko svoje ose simetrije; naéi zapreminu tako nastalog tela.

2 2 2

2570. Naéi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem astroide X+ y'=a’

oko svoje ose simetrije.

2571. ‘Deo krive x=——"‘3 cos’t, y= —2—2- sin’t (evoluta elipse) koji leZi u
a

prvom kvadrantu, zajedno sa odgovarajuéim odsedcima koordinatnih osa, obrée
s¢ oko apscisne ose; naéi zapreminu tako nastalog tela.

2572. Izralunati zapremiini beskrajnog vretena koje nastaje obrtanjem

1 . .
oko svoje asimptote.
1+x2

2573. Izratunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem krive )2 = 2 exe—2*
oko svoje asimptote.

krive y=

2574*. Figura koju obrazuju kriva y=¢*"i mena asimptota obrce se
jedanput oko apscisne, a drugi put oko ordinatne ose; izralunati zapremine
tako dobijenih tela. >

2575*. Izratunati zapreminu tela koje nastajé obrtanjem krive y=x2e—*
oko svoje asimptote.

Rjesenja

4
2555..2n. 2556, 1) %nab’; 2) S math
8
2557. —nha
15
2858, ’%(3“;;). 2559, %a—l)."
7 [e2b—e—2b e2a_c-2a
2560. — + (b—a)|.
4[ 2 2 ( a)]
3n
2561. — o

T ™2
2562. — (I15—16In2). 2863. = (7_2).

8n ‘

, 3 B
2566. "T“[Viln(n V‘z)+—%].

.
2567. 1) S a; P

2,3
T 2568. 5na’.

3In? 8 32
——— e T :-
2569. na® ( 2 3). 2570, 105"0

167t ooow2
7

2574%. 1) =w; 2)« Jg .

Vidi uputstvo uz zadatak 2516.

3x V2n

2575°.
s 32

Vidi uputstvo uz zadatak 2516.



Zadaci za vjezbu

2576. Figura koju obrazuju kriva y=Emz i njena asimptota obrée se
X 5
~ oko apscisne ose; izraunati zapreminu tako nastalog tela.

2577*. Izrafunati zapreminu tela koje nastaje obrtanjem cisoide
3

2a—x

b [ ] A4 [ ]
2578. Naéi zapreminu tela koje nastaje obrtanjem traktrise Rjese nja

t . . .
x=a (cos t+Intg —2—) , y=asint oko njene asimptote.

yi=

(a>0) oko njeme asimptote.

. . . w8, istiti obrazac
2579*. Izraunati zapreminu elipsoida fz;+ -:z—z+—§—= 1. \ 2576°. w*. Tnkoristiti o
a : ©

2580. 1) Izralunati zapreminu tela ogranifenog eliptitkim paraboloidom f i
x: ) " 0

Z=-—+>" 1 ravni z=1.
4 2

od dx-—;—. (Dirihle-ov integral).

2) Naéi zapréxilinu tela ogranienog jednogranim hiperboloidom 2577%. 2n2a’. Preporulljivo je preéi na

xTz+—';2—-—z’=l'i ravnima z=—11i z=2, ‘ ’ parametarske jednaline:
2581. Izra¥unati ‘zapremine tela ogranidenih paraboloidom z = x2 + 2 )2 - 2asin’t

i elipsqidom x2+2)%2+22=6. x=2asin’t, y=——r.
2582. Na¢i -zapremine tela ogranidenih povriinama dvogranog hiperbo-

2 . 4
loida -J—‘a——ﬁ—fz—=l i elnpsoxda £+yz+--—-==l 2578. —=wa’. "2579‘.—3—1rabc.
3 4 9 6 9 3

2583. Naéi zapreminu tela ogranitenog konusnom povrinom (z—2)>=

yz

x2 Primeniti obrazac
=— 4= iravni z=0.
3 2

x2
2y v~ [ S(x)ds, gdo jo S (x) povrlina

2584. Naci zapreminu tela ogranitenog paraboloidom 22=—4—+? iko- x
nusom -’:—2+§~z1 S » poprelnog prescka.

2580, 1) = V2; 2) 6.
. . 2585* Od kruinog cilindra odsefen je jedan deo tako da preselna ravan 1
prolazl kroz preénik osnove cilindra (,cilindridni odsefak*, sl. 43); naéi 2881 v,-nﬁ(z V?-—-—s—),
zapreminu tog dela u opStem sludaju, : posebno za R=10cm, H=6 cm.

v,-fuﬁ(z VE+-l-3-l:) .

2582, v, ~v,=4x (V6 + V3 —9),

v, =81 (4—V3).

8x V6
.

2583. 2584. 8=,

2588°. %R‘H-—mcm’.

Sl 4

2586. Parabolitni cilindar preseéen je dvema ravnima od kojih je jedna Z® 8Pecisnu osu uzeti osu
gpormalna na izvodnicu; tako obrazovano telo prikazano je na sl. 44. Zajed-

nika osnovica parabolitnih odse¥aka je a=10 cm, visina parabolinog odsetka simetrije osnove.

koji leXi u osnovi tela je H=8 cm, a visina samog tela je A=6 cm. Izadunati

zapreminu tela. 2586. ch- 128 ems’.
2587. Elipti¢ni cilindar preseden je tako da prese¥na ravan prolazi kroz

malu osu; izralunati zapreminu odseenog dela (potrebni numeritki podaci 2 1

o dimenzijama dati su na sl. 45). W--;"’H- 133—3-c"t’.



Zadaci za vjezbu

Povr8ina obrtne povrsi
2594. Naéi povrSinu povrSi koja nastaje kad se luk parabole y2=4.ax
od njenog temena do tafke sa apscisom x=3a, obrée oko apscisne ose.

2595. Izralunati povriinu povrsi koja, nastaje obrtanjem parabole trefeg
stepena 3y—x3=0 oko apscisne ose (od x1=0 do x,=a).

2596 Izrakunati povriinu katenoida (uporedl i zadatak 2560) koji nas-

x x

a
taje obrtanjem landanice y=——2—(e«‘ +e ") oko apscisne ose (od x,=0

do x,=a).
2597. Obrtanjem elipse —2+§——-l oko velike ose dobija se izduZeni
a

obrtni elipsoid, a obrtanjem oko male ose — spljoStepi obrtni elipsoid.);
naéi povriinu i jednog i drugog.

2598. Izradunati povriinu tela ko_pc nastaje obrtanjem jednog svoda kifve
y=sinx oko apscisne ose. -

2599, Luk krive y=tgx od tatke (0, 0) do tatke (:-, 1) obréa se oko

apscisne ose, izralunati povr§inu tako nastale povrii.

26170. Naéi povrSinu tela koje nastaje obrtanjem petlic krive 9a)y*=
=x(3a—x)* oko apscisne ose.

2601. Luk kruga x2 +)?=a? koji lezi u prvom kvadrantu,obrée se oko
svoje tetive; izraunati povr¥inu tako nastalog tela.

2602. Naéi povréinu povrdi koja nastaje obrtanjem oko x-ose luka krive

x=¢sint, ym=é cost od t,=0 do t,=—725e

2603. Naéi povriinu tela koje nastaje obrianjem astroide x=acos*f,
y=asint oko apscisne ose.

2604. Luk cikloide obrée se oko svoje ose simetrije; naéi povriinu tako
nastale povrii (vidi zad. 2568).

260S5. Nati povriinu tela koje nastaje obrtanjem kardioide p =a (1 +cos o)
oko polarne ose.

2606. Krug p=2rsm<p obrée se oko polarne ose; nadi povr§inu tako
nastalog tela:

2607 Izralunati povr¥inu tala koje nastaje obrtanjem lemniskate p?=
=a?cos 2¢ oko polarne ose.

2608. Beskona¢ni luk krive y=e~—* koji odgovara pozitivnim vrednostima
promenljive x, obrée se oko x-ose; naéi povriinu tako nastale povrsi.
2609. Na¢i povriinu beskrajnog vretena koje nastaje obrtanjem traktrise
t . .
x=a(cost+ln tg—z—), y=a-sint oko apscisne ose.

Rjesenja

29%4. —3—120'.

2595, %(V(’l’i?)"-l).
2596. ’-'-:—'(c’-e—ﬂu).
(Vidi uputstvo uz = jatak 2588.)

2997, znv+z"" arcsine i

2wat+ “—V-lnl'n,'de

¢ — eksceatricitet clipse.

2998. ®{V2 +In(1+V2)).
2999, :[V_-—V— hzf‘+z]

Vs +
2600. 3mal,
®
2601, xa* V7 (2--2-).
2602. 2’”/-(«:—2) 2603. -lgz-mx’.

2604, 81=¢'(u—-;—).

2608. gszuc’ 2606. 47,

2607. 2xa* 2—V2).
2608. x[V2Z +In(1+ V2

2609. 4~na’.
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